Przyczynek do teorji form. 


Włodzimierz Stożek. 


Twierdzenie: Jeśli dane jest nż liczb rzeczywistych 
e„(p,q =1,2,...n), które czynią zadość następującym 
warunkom: 


(1) er E Ż wt (7112... m) 
ram] r 


to suma L= Sen jest liczbą całkowitą, nieujemną, 
r=] 
która nie przekracza liczby n. Jeśli w szczególnym 
wypadku 1, =0, to wówczas wszystkie e, (p,q = 1,2..n) 
równają się zeru, a jeśli I, =n, to wówczas wszystkie 
e„(p=1,2...n) równają się jedności, a wszystkie 
(PF 9)(P,q =1,2...n) są równe zeru. 
Dowód: 


Uważajmy równanie pomocnicze: 


= PWR ERA | NEKASJ L 
(2) A, (x) ię (ZTE gg — T 2:28, Con ea 0, 
(T Cng *** Cn — T 


Równanie to nie posiada innych pierwiastków, jak tylko zero 
lub jedność. 
Aby to wykazać, przyjmijmy, że a-|- i 8 jest pierwiastkiem 
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zespolonym tego równania. Wówczas istnieją liczby zespolone 
(„Hi m,(p=1,2,...n) które czynią zadość następującym rów- 
naniom: 


RDM Ę Ba zdzia +im)=0 
Cn u kim) ln- e+p K DE et +im)=0 


dą Gesi dE eip) m )=0 
Wynika stąd, że liczby rzeczywiste 2,.../, i Mi... nu które 
nie wszystkie równają się zeru, spełniają odpowiednio dwa nastę- 
pujące systemy równań: 
(3) eah + a ls +... e l — Gl, + Em, = 
(4) eam ep MH... | M, — am, — fl, =0 
'Pomnóżmy w systemie (3), względnie (4), równanie o wska- 
źniku q przez e, i dodajmy je ze względu na wskaźnik g od 1 
do n, to otrzymamy po uwzględnieniu związku (1): 


A —a|exh +... em ba] Ble mP... tl Z o e=) 


(1 — a) [e JE < M] Blenh----- epn la] = 0 
albo: 


o 051 2...n) 


[A — a? + B3] (e +... 
K a +63] (61m, |---:: 8 Ay 


Z ostatnich równań wynika, że zachodzić mogą id wy- 


To= 2.. 1 


 padki: 
I. a=l 8=0 
I PSZOROFE SĄ OSRYWE WZ Li) 


pn =], 3, 
ep MF.. M Zol A 


W przypadku I. równanie ©). posiada pka ma ire 
dność. 

W przypadku II., po uwzględnieniu równań (3) i (4), znaj: ; 
_ dujemy: 
pasa al — pm, = 0 


c= VA BB 
LIE 35% 
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a zatem, ponieważ nie wszystkie /,, m, (p= 1,2... n) równają 
się zeru: 
ES EN 
W tym więc wypadku równanie (2) posiada pierwiastek, ró- 
wny zeru. 


Ponieważ równanie (2) innych pierwiastków jak jedność lub 
zero nie posiada, przeto jego lewa strona da się przedstawić w formie: 
(5) 4, (2) =(— 17x (x — 1)" 
gdzie r jest liczbą całkowitą, nieujemną. 

Rozwińmy wyznacznik (2) wedle potęg x: 

A,(2) =(— 1)" z” -- (— 174,2" '+-(—1)*4,2" ?+-... 
-- (— 1) 4,11 +4, 
przyczem 4, oznacza sumę wszystkich minorów głównych, rzędu k, 
należących do wyznacznika: 


! w rozwinięciu 


Przez porównanie współczynników przy «” 
i we wyrażeniu (5), otrzymujemy: 
(6) I === n—r 

Aby wykazać drugą część twierdzenia, przyjmijmy, że /, =0. 
Wówczas równanie (2) innych pierwiastków jak zero nie posiada, 
jak to wynika ze związków (5) i (6). W tym wypadku wyznacznik: 


| ©1 — 1, lys . . + ©, 
(7) 4,(1)=]. 


nis Eng ... Enu EL 1 
jest napewne od zera odmienny, a zatem równania jednorodne: 
(en — 1) 2, F eio Ją F- -- ein Ba = 0 
Cni Bı F. -o (Cnn — 1) 2a = 0 
posiadają jedno rozwiązanie: x; = T, =... 2, = 0. 
Ponieważ z drugiej strony ze związków (2) wynika, że mo- 


żemy przyjąć jako rozwiązanie tego systemu równań 24, = 6; 
Rozpr. Polskiego Tow, matem. 9 
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Ly = 24... Ea = êp przy każdem p= 1,2...n, to wnosimy stąd, 
że wszystkie e,,(p,q = 1,2... n) równają się zeru. | 
Przypadek, w którym Z, = można zredukować do poprzed- 


niego. W tym celu połóżmy: 
(8) ep = bpa pEq (py 51,2...) 
pp = 1 — 6, (p="1,2. /. n) 


Mamy: 


ją = D ep a (mg 21,2...) 


r=l 
L= éu +... GEZn—B 
Ponieważ I, =0, więc wszystkie e, (p,q = 1,...n) muszą 
być zerami, a zatem na podstawie (8): 
ep =0 pF9 (19 F 1,2...) 
szk (B= 
Wniosek: 


Jeżeli dana jest forma bilinarna 


(9) PALAT 


p,q=1 


której spółezynniki e,, spełniają związki (1), to liczba I, określona 


wyżej określa ilość par funkcji liniowych, zapomocą których forma © 


(9) daje się przedstawić jako tak zwana forma kanoniczna. 
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